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Ne nad Ja ći mo vić1, Ta ka shi Ho so da2, 
Mar ko Ive tić3 
MO DE LI RAN JE DVO FAZ NOG STRU JAN JA (VO DE I VAZ DU HA) 
NA KON UTI SKI VAN JA VAZ DU HA U VO DU
NU ME RI CAL MO DE LING OF TWO PHA SE FLOW (WA TER-AIR) AF TER 
AIR IN JEC TI ON IN TO THE WA TER
AP STRAKT
Jed na od ra spo lo žo vih teh no lo gija za po bol jšan je kva li te ta vo de u je ze ri ma i aku mu la ci jama pred stav lja uti ski van je vaz du ha, od no-
sno ki se o nika, u dub lje slo je ve vo de (hi po lim nion), čime se pod sti če me šan je vo de po ver ti kal noj osi i ostva ru je tran sfer ki se o nika iz 
ga sne fa ze u vo du.  U radu se pri ka zu je raz vi je ni 3D nu me ri čki mo del za si mu la ciju dvo faz nog stru jan ja ga sa i vo de, ko jim su obuh-
va će ni i uti ca ji sti šlji vo sti vaz du ha, kao i tran sfer ma se iz me đu vaz du ha i vo de.  Mo del je naj pre ve ri fi  ko van si mu la ci jom ne ko li ko ek-
spe ri me nata iz li te ra ture, gde su po re đe ni po da ci o di stri bu ciji vaz du ha i br zi ne vo de na kon uti ski van ja vaz du ha u vo dom ispun jen 
sud sa re zul ta tima si mu la cije.  Pri to me, si mu li ra ni su uslo vi stru-jan ja gde se po sti že kva zi-ustal je no stru jan je, kao i ek spe ri men ti u 
ko ji ma tak vo stru jan je ne može da se ostva ri.  U dru gom de lu, mo del je ko ri šćen za si mu la ciju spro ve de nih eks-pe ri me nata u ko ji ma 
je osma tran po rast kon cen tra cija ra stvo re nog ki se o nika to kom uti ski van ja vaz du ha.  U radu se pri ka zu ju re zul ta ti ovih si mu la cija, 
gde se mo gu kon sta to vati za do vol ja-va ju ća sla gan ja iz me re nih i sra ču na tih ve li či na.
Klju čne reči: nu me ri čko mo de li ran je, dvo faz no stru jan je
AB STRACT
One of ava i lab le la ke re sto ra tion tec hno lo gies is in jec ti on of com pre ssed air or ox ygen in to a hypo lim ni on, pro mo ting ver ti cal mi-
xing of wa ter and di sso lu tion of ox ygen.  A nu me ri cal mo del has been de ve lo ped for si mu la tion of bub ble fl ow, with con si de ra tion of 
gas com pre ssi bi lity and ox ygen di sso lu tion.  De ve lo ped mo del is in ten ded to be uti li zed for si mu la tion of la kes DO re co very.  Mo del 
is fi r stly ve ri fi  ed by si mu la tion of bub ble fl ow ex pe ri men ts, re por ted in the li te ra ture, whe re very good qu an ti ta tive and qu a li ta tive 
agre e ment bet we en me a su red and si mu la ted re sul ts is ob ser ved.  Both fl ow con fi  gu ra tions are te sted: in which ste ady sta te is ac hi-
e ved, and whe re ste ady con di ti ons can not de ve lop.  In the se cond part, mo del is ap pli ed for si mu la tion of con duc ted ex pe ri men ts 
whe re ox ygen di sso lu tion has been con si de red. The pa per pre sen ts si mu la tion re sul ts, whe re good agre e ment of si mu la ted and 
me a su red qu an ti ties is ob ser ved.
Key words: nu me ri cal mo de ling, two pha se fl ow
1  UVOD
Eut ro fi  ka cija pred stav lja prir od ni pro ces sta ren ja vod-
nih te la to kom ko ga do la zi do pre la za iz ni sko pro-
duk tiv nog stan ja (oli go trof nog) u vi so ko pro duk tiv no 
stan je (eut rofno).  Kod ovak vog stan ja, ve ći na or gan-
ske ma se ko ja se pro du ku je u po vr šin skim slo je vi ma 
se ne raz gra đu je u pot pu no sti, već se aku mu li ra na 
dnu, gde se obav lja razgrad nja.  Usled po ve ća nog 
(ve šta čkog) uno sa nu tri je nata, ovaj pro ces se znat no 
ubrza va, usled čega do la zi do zna čaj nog sman jen ja 
kon cen tra cija ki se o nika pri dnu eut rofnog je ze ra, a 
u ne po vol jni jim slu ča je vima i do ana e rob nog stan-
ja.  Ovo ima za po sledi cu po ve ćan je kon cen tra cija 
amo ni ja ka, gvo žđa, man ga na i dru gih ma te ri ja, kao i 
po ja ve vo do nik sul fi  da i me ta na, što ne ga tiv no uti če 
na kva li tet, ka ko sa sta no vi šta bi o to pa, ta ko i u smi slu 
mo gu ćno sti ko ri šćen ja vo de.
1  IN TRO DUC TION
Eut rop hi ca tion is a na tu ral pro cess of wa ter body 
aging which oc curs du ring the tran si ti on from low-
pro duc ti ve sta te (oli go trop hic) to a hig hly pro duc ti-
ve sta te (eut rop hic). In such sta te, most of the or ga-
nic mass that is pro du ced in the sur fa ce la yers is not 
com ple tely di sin te gra ted, but ac cu mu la tes on the 
bot tom, whe re de com po si tion is per for med. Due to 
the in cre a sed (ar ti fi  cial) in put of nu tri en ts, this pro-
cess is much fa ster, which re sul ts in sig ni fi  cant re-
duc ti on of ox ygen con cen tra tion at the bot tom of 
eut rop hic la kes, and in un fa vo rab le ca ses, ana e ro bic 
sta te. The con se qu en ce is in cre a sed con cen tra tion of 
am mo nia, iron, man ga ne se and ot her sub stan ces, as 
well as the ap pe a ran ce of hydro gen sul fi  de and met-
ha ne, which ne ga ti vely aﬀ ec ts the qu a lity, both from 
the stan dpo int of bi o to pes, and in terms of abi lity to 
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4Kao jed na od mo gu ćih mera re vi ta li za cije, od no sno 
uspo ra van ja pro ce sa eut rofi  ka ci je, če sto se ko ri sti 
teh no lo gija uti ski van ja vaz du ha ili či stog ki se o nika 
pod pri ti skom [1, 2, 3].  Cilj može da bu de ve šta čko 
me šan je vo de u ver ti kal nom prav cu, ko je se jav lja 
usled si le uz go na ko ja de lu je na ga so vi tu fa zu, a ko ja 
po kre će težu vo du ka po vr šin skim slo je vi ma.  Ta ko-
đe, u pe ri o du ka da ni je po vol jno ver ti kal no me šan je, 
ovim je mo gu će uti ca ti na po ve ćan je kon cen tra ciju 
ki se o nika u dub ljim slo je vi ma, do čega do la zi usled 
ra stva ran ja ki se o nika iz ga so vi te fa ze.
Kao ino va tiv na teh no lo gija, u ok vi ru ov de pri ka za nih 
istra ži van ja, raz ma tra na je teh no lo gija pro iz vod nje 
ki se o nika elek tro li zom, pri čemu je pred vi đe no da se 
isto vre-me no oslo bo đe ni vo do nik sa kup lja i ko ri sti u 
ener get ske svr he.  U radu se pri ka zu je nu me ri čki mo-
del, raz vi jen u ok vi ru ovih istra ži van ja, za si mu la ciju 
dvo faz nog stru jan ja vo de i vaz du ha.  Mo de lom su 
obuh va će ni efek ti sti šlji vo sti ga so vi te fa ze, kao i pro-
ces tran sfe ra ki se o nika iz ga so vi te fa ze u vo du.
2   OPIS MA TE MA TI ČKOG MO DE LA
Nu me ri čko mo de li ran je dvo faz nog te čen je vo de i 
vaz du ha, u cil ju si mu la cije teh nolo gi je za po bol jšan-
je kva li te ta vo de, se može po de li ti na dva prob le ma. 
Pr vi se od no si na mo de li ran je ra spo re da ga so vi te i 
te čne fa ze, gde uz gon pred stav lja osnov nu po kre-ta-
čku si lu, dok se dru gi prob lem od no si na ra stva ran je, 
od no sno tran sfer ma se iz jed ne u dru gu fa zu, a za tim 
i tran sport ra stvo re ne ma te ri je u te čnoj fa zi.
Ima ju ći u vi du sti šlji vost ga so vi te fa ze, kao i pre laz 
ma se jed ne fa ze u dru gu, jed na či ne kon ti nu i teta za 
ga so vi tu, od no sno te čnu fa zu se može pi sa ti kao:
   
      (1)
    
      (2)
gde se in dek si g i w od no se na ga so vi tu fa zu i vo du, 
re spek tiv no, x
i
 je ko o rid nat ni pra vac, t je vre me,  je 
gu sti na po je di ne fa ze,  za pre min ski udeo po je di ne 
fa ze, V
i
 kom po nen ta vek to ra br zi ne, dok G
gw
 pred-
stav lja tran sfer ma se iz me đu po je di nih fa za, u je di ni ci 
vre me na i po je di ni ci za pre mi ne.  Pri to me, ne op hod-
no je da uvek bu de is punjen uslov:
      
      (3) 
Ob zi rom da je ne op hod no vo di ti ra ču na o sti šlji vo sti 
vaz du ha, pret po stav ljeno je da važi jed na či na stan ja:
      
      (4)
gde je p
g
 ap so lut ni pri ti sak u ga so vi toj fa zi, T je ap so-
lut na tem pe ra tura, i R ga sna kon stan ta. 
use wa ter.
As one po ssib le me a su re of re vi ta li za tion, or slo wing 
down the eut rop hi ca tion pro cess, tec hno logy of air 
or pure ox ygen in jec ti on un der pre ssu re is of ten used 
[1, 2, 3]. The goal can be ar ti fi  cial ver ti cal mi xing of wa-
ter, which oc curs due to the bu o yan cy for ce ac ting 
on the ga se o us pha se, which runs wa ter to sur fa ce 
la yers. Al so, in the pe ri od of ad ver se con di ti ons of 
ver ti cal mi xing, this can aﬀ ect the in cre a se of ox ygen 
con cen tra tion in de e per la yers, which oc curs due to 
the di sso lu tion of ox ygen in the gas pha se.
As an in no va tive tec hno logy, among ot hers re se a rc-
hes shown in this pa per, the tec hno logy of ox ygen 
pro duc ti on by elec trol ysis was di scu ssed, with si mul-
ta ne o us col lec ting of re le a sed hydro gen which can 
be used for energy pur po ses. This pa per pre sen ts the 
nu me ri cal mo del de ve lo ped in this re se a rch, si mu la-
tion two-pha se fl ow of wa ter and air. Mo del in clu des 
gas com pre ssi bi lity eﬀ ec ts, and the pro cess of ox-
ygen di sso lu tion.
2   DE SCRIP TI ON OF NU ME RI CAL MO-
DEL
Nu me ri cal mo de ling of bub ble fl ow, for the pur po-
se of si mu la tion of tec hno logy for im pro ving wa ter 
qu a lity, can be di vi ded in to two prob lems. The fi rst 
re la tes to the mo de ling of gas and li qu id pha se di stri-
bu tion, whe re bu o yan cy is the pri mary dri ving for ce, 
whi le the se cond prob lem is re la ted to di sso lu tion 
and mass tran sfer from one pha se to anot her, and 
then tran sport of di ssol ved mat ter in li qu id pha se.
Con si de ring the com pre ssi bi lity of ga se o us pha se, as 
well as mass tran sfer from one pha se to anot her, the 
equ a ti on of con ti nu ity for gas or li qu id pha se can be 
writ ten as:
       
  (1)
    
      (2)
whe re in de xes g and w are for ga se o us and li qu id 
pha se, re spec ti vely, x
i
 is co o r di nate di rec ti on, t is ti-
me,  is den sity of each pha se,  is vo lu me sha re of 
in di vi dual pha se, V
i
 is com po nent of ve lo city, whi le 
G
gw
 re pre sen ts the mass tran sfer bet we en pha ses, in 
unit ti me and per unit vo lu me. Be si de that it al so re-
qu i res the fol lo wing con di ti on:
      
      (3) 
Sin ce it is ne ce ssary to ta ke in to ac co unt the gas com-
pre ssi bi lity, it is assu med that the fol lo wing equ a ti on 
is true:
     (4)
5Tran sfer ki se o nika iz ga so vi te fa ze u vo du je mo de li-
ran na osno vu sle de ćeg izra za [1]:
    
      (5)
gde je K
gw
 ko e fi  ci jent pre no sa ma se, A spe ci fi  čna kon-
tak tna po vr ši na, H He nry-eva kon stan ta u di men zi o-
nal nom ob li ku i DO kon cen tra cija ra stvo re nog ki se o-
nika.  Na ve-de ni ko e fi  ci jent je fun kci ja pre čni ka me-
hu ri ća, i to prib li žno li ne a rna fun kci ja do odre đe ne 
vred no sti pre čni ka (~ 1,4 mm), dok se za veće vred no-
sti može aprok si mo vati kon stan tnom vred no šću od 
prib li žno 0,04 cm/s [2].
To kom kre tan ja me hu ri ća vaz du ha, do la zi do pro me-
ne nji ho ve za pre mi ne  usled pro me ne pri ti ska, kao i 
usled pro ce sa ra stva ran ja, na osno vu čega se men ja 
kon tak tna po vr ši na kroz ko ju se od vi ja tran sfer ma se 
iz me đu fa za, ali što uti če i na raz me nu ko li či ne kre-
tan ja iz me đu fa za.  Zbog to ga je u opi sa nom mo de lu 
uk lju če na i kon vek tiv na jed na či na ko jom se pra ti broj 
me hu ri ća u kon trol noj za pre mi ni: 
     
      (6)
gde je N
b
 broj me hu ri ća po je di ni ci za pre mi ne. Na 
osno vu sra ču na tog za pre min skog ude la ga so vi te fa-
ze i na ova ko do bi je nog bro ja me hu ri ća se odre đu je 
pre čnik me hu ri ća. Dru gim re či ma, pret po stav ljena je 
is ta ve li či na me hu ri ća u jed noj kon trol noj za pre mi ni, 
kao i da ne do la zi do raz dva jan ja me hu ri ća, od no sno 
nji ho vog me đu sob nog spa jan ja.
Sle de di na mi čke jed na či ne za obe fa ze, ko je se re ša-
va ju ovim mo de lom:
   
 
  (7) 
 (8)
gde je g
j
 kom po nen ta gra vi ta ci o ne si le, 
ij
 tan gen ci-
jal ni na pon, gde su uk lju če ni vi skoz-ni i efek ti tur bu-
len cije i Fgwj si la „ot po ra“, ko ja pred stav lja raz me nu 
ko li či ne kre tan ja iz me đu dve fa ze.  Upra vo kroz ovaj 
član, kao i kroz pri ti sak, kup lo va ne su jed na či ne (7) i 
(8).  Naz na čaj niju kom po nen tu si le ot po ra pred stav lja 
si la ot po ra ob li ka, ko ja je ov de ra ču na ta kao:
  (9)
gde je d
b
 pre čnik me hu ri ća, dok se ko e fi  ci jent C
d
 mo-
že odre di ti na osno vu izra za u ko me fi  gu ri šu Rej nol-
dsov i Eot vo sov broj [4]:
whe re p
g
 is ab so lu te pre ssu re in ga se o us pha se, T is 
ab so lu te tem pe ra ture, and R is gas con stant. 
Ox ygen tran sfer from the gas pha se is mo del led by 
the fol lo wing ex pre ssi on [1]:
       
 (5)
whe re K
gw
 is mass tran sfer co eﬃ   ci ent, A is spe ci fi c 
con tact area, H is He nry con stant k in di men si o nal 
form and DO con cen tra tion of di ssol ved ox ygen. This 
co eﬃ   ci ent is a fun cti on of the di a me ter of bub bles, 
and ap pro xi ma tely li ne ar fun cti on for cer ta in di a me-
ter va lu es (~ 1,4 mm), whi le for hig her va lu es it can be 
ap pro xi ma ted with con stant va lue of ap pro xi ma tely 
0,04 cm/s [2].
Du ring the mo ve ment of air bub bles, the ir vo lu me 
is chan ging due to pre ssu re chan ges, and due to the 
pro cess of di sso lu tion, which re sul ts in chan ge of 
con tact area thro ugh which mass tran sfer ta kes pla ce 
bet we en pha ses, but it al so aﬀ ec ts the ex chan ge of 
mo men tum bet we en sta ges. The re fo re, the de scri-
bed mo del in clu des con vec ti ve equ a ti on, which mo-
ni tors the num ber of bub bles in the con trol vo lu me: 
    (6)
whe re N
b
 is num ber of bub bles per unit vo lu me. Ba-
sed on the cal cu la ted vo lu me sha re of gas pha se and 
thus ob ta i ned the num ber of bub bles, the di a me ter 
of bub bles is de ter mi ned. In ot her words, the assum-
pti on is the sa me si ze of bub bles in a sin gle vo lu me 
con trol, as well as non-exi sten ce of bub ble se pa ra-
tion or the ir mu tu al con nec ti on.
In the fol lo wing are dyna mic equ a ti ons for both pha-
ses, which are sol ved with this mo del:
  (7) 
    
(8)
whe re g
j
 is com po nent of gra vity, 
ij
 is tan gen ti al ten-
si on, which in clu des the eﬀ ec ts of vi sco sity and tur bu-
len ce and Fgwj is “re si stan ce” for ce, which re pre sen ts 
the ex chan ge of mo men tum bet we en the two pha ses. 
Equ a ti ons (7) and (8) are ob ta i ned using this part and 
pre ssu re. The re si stan ce for ce is cal cu la ted as:
 (9)
whe re d
b
 is bub ble di a me ter, whi le C
d
 co eﬃ   ci ent can 
be de ter mi ned on the ba sis of the equ a ti on with Rey-
nol ds and Eötvös num ber [4]:
6(10)
Pri ka za ne jed na či ne (1)  (10) su di skre ti zo vane me-
to dom ko na čnih za pre mi na, ta ko da su vek tor ske ve-
li či ne de fi  ni sane na stra ni ca ma, dok su ska lar ne ve-
li či ne de fi  ni-sa ne u cen tru kon trol ne za pre mi ne.  Za 
ra ču nan je vred no sti pri ti sa ka i br zi na u sva kom vre-
men skom ko ra ku, ko ri šćen je HSMAC (Hig hly Sim pli-
fi  ed Mar ker And Cell) me tod [5], gde je pri men je na 
Adams-Ba shforth she ma za vre men sku in te gra ciju 
kon vek tiv nih i vi skoz nih čla no va u di na mi čkim jed-
na či nama. Sa ma HSMAC she ma je u odre đe noj meri 
ko ri go vana, ka ko bi se pri me ni la na dvo faz ni prob-
lem stru jan ja [6]. Za pror a čun Rej nol dso vih na po na, 
ko ri šćen je stan dard ni  tur bu len cije [7], čije 
su jed na-čine do bro poz na te, te se ov de ne na vo de.
Kod mo de li ran ja vi še faz nog stru jan ja, kon kret no kod 
re ša van ja jed na či na (1), (2) i (6), od izu zet nog zna ča-
ja pred stav lja di skre ti za cija kon vek tiv nih čla no va u 
smi slu spre ča van ja efek ta nu me ri čke di fu zi je i nu-
me ri čkih osci la ci ja.  Zbog to ga je u mo de lu ko ri šće na 
she ma tre ćeg reda ta čno sti, uz pri me nu TVD (To tal 
Va ri a tion Di mi ni shing) li mi te ra [6]. 
3   VA LI DA CIJA MO DE LA
3.1  Si mu la ciju ek spe ri me nata sa kon san tnim 
uti ski van jem vaz du ha u dnu su da
Raz vi je ni mo del je naj pre pri men jen za si mu la ciju la-
bo ra to rij skih ek spe ri me nata iz li te ra ture [8, 9], u ko ji-
ma je vaz duh uti ski van u re zer vo ar di men zi ja 200 
50  8 cm. Re zer vo ar je pret hod no ispun jen vo dom, 
pri čemu je ni vo vo de va rir an za raz li či te ek spe ri men-
te.  Ra spo red ga so vi te fa ze je vi zu el no osma tran to-
kom ek spe ri men ta, uz me ren je br zi ne vo de po sred-
njoj ver ti kal noj rav ni (4 cm od zi da), sa me đu sob nim 
ra sto jan jem mer nih ta ča ka od 10, od no sno 20 cm.  
Pr va si mu la cija se od no si na ek spe ri ment u ko me je 
ni vo vo de u re zer vo a ru bio na 50 cm od dna re zer vo-
a ra, dok je na sre di ni dna re zer vo a ra uti ski van vaz duh 
pro to kom od 1.0 L/min.  U ovom slu ča ju, osmo tre no 
je for mi ran je jed nog sta ci o nar nog vrt lo ga, po či jem 
obo du se for mi ra tok vaz du ha ka po vr ši ni. 
Sli ka 1 pri ka zu je po re đen je for mi ra ne vaz du šnu stru-
je, osmo tre nu ek spe rimen tom i do bi je nu si mu la ci-
jom.  Može se vi de ti da je na po čet ku vaz du šne stru-
je do bi je na ne što šira zo na stru jan ja vaz du ha, što se 
može ob ja sni ti krup ni jom di skreti za ci jom (do men 
stru jan ja je po del jen na koc ke sa stra ni com du ži ne 2 
cm).  Ra spo red iz me re nih i sra ču na tih br zi na vo de je 
pri ka zan na sli ci 2.
(10)
Equ a ti ons (1) - (10) are di scre ti zed by the fi  ni te vo lu me 
met hod, so that the vec tor and sca lar si zes are de fi -
ned on the si des and in the cen ter of the con trol vo lu-
me, re spec ti vely. Cal cu la tion of pre ssu re and ve lo city 
va lu es in each ti me step used HSMAC (Hig hly Sim pli-
fi  ed Mar ker and Cell) met hod [5], with ap pli ca tion of 
Adams-Ba shforth sche me for ti me in te gra tion of con-
vec ti ve and vi sco us parts in the dyna mic equ a ti ons. 
HSMAC sche me it self is to so me ex tent co rrec ted, 
in or der to im ple ment the bub ble fl ow prob lem [6]. 
Stan dard  mo del [7] was used for cal cu la-
tion of Rey nol ds vol ta ge, with well known equ a ti ons, 
which are not li sted here.
For mo de ling of mul ti-pha se fl ow, spe ci fi  cal ly at sol-
ving equ a ti ons (1), (2) and (6), of gre at im por tan ce is 
the di scre ti za tion of con vec ti ve arts in terms of pre-
ven ting the eﬀ ect of nu me ri cal diﬀ u si on and nu me-
ri cal oscil la ti ons. The re fo re, the mo del used the third 
or der ac cu racy sche me, with ap pli ca tion of TVD (To-
tal Va ri a tion Di mi ni shing) li mi ters [6].
3   MO DEL VA LI DA TION
3.1  Si mu la tion of ex pe ri men ts with a con-
stant air in jec ti on in to the wa ter
The de ve lo ped mo del is ap pli ed to si mu la te la bo ra-
tory ex pe ri men ts from the li te ra ture [8, 9], whe re the 
air is in jec ted in the 200  50  8 cm re ser vo ir. The re-
ser vo ir was pre vi o u sly fi l led with wa ter whi le the wa-
ter le vel va ri ed for diﬀ e rent ex pe ri men ts. Di stri bu tion 
of gas pha se is vi su al ly ob ser ved du ring the ex pe ri-
ment, with the me a su ring of wa ter fl ow by high ver ti-
cal pla ne (4 cm from the wall), with a mu tu al di stan ce 
bet we en me a su ring po in ts of 10 and 20 cm.
The fi rst si mu la tion re fers to an ex pe ri ment in which 
the wa ter le vel in the re ser vo ir was 50 cm from the 
bot tom, whi le the gas was in jec ted from the cen ter 
of the re ser vo ir bot tom with air fl ow of 1.0 L/min. In 
this ca se, the for ma ti on of a sta ti o nary vor tex was ob-
ser ved; with air fl ow for ming on its rim stre a ming to 
the sur fa ce.
Fi gu re 1 shows a com pa ri son of the for med air cu-
rrent, ob ser ved du ring the ex pe ri ment and ob ta i ned 
by si mu la tion. Slig htly wi der zo ne of air fl ow can be 
seen at the be gin ning of air cu rrent, which can be 
ex pla i ned with lar ger di scre ti za tion (fl ow do ma in is 
di vi ded in to cu bes with si de len gth of 2 cm). Di stri-
bu tion of me a su red and cal cu la ted wa ter ve lo ci ties is 
shown in Fi gu re 2.
 
7Sli ka 1. Po re đen je osmo tre nog i si mu li ra-
nog ra spo re da vaz du šne stru je pri pro to-
ku od 1 L/min: a) ek spe ri ment (Borc hers et 
al., 1999), b) gra ni ce vaz du šne stru je do bi-
je ne si mu la ci jom.
Fi gu re 1 Com pa ri son of ob ser ved and si-
mu la ted air fl ow di stri bu tion of 1 L/min: a) 
ex pe ri ment (Borc hers et al., 1999), b) li mits 
of air fl ow ob ta i ned by si mu la tion.
Sli ka 2. Po re đen je iz me re ne i mo de li ra ne 
struj ne sli ke pri pro to ku vaz du ha od 1 L/
min: a) iz me re ni ra spo red br zi na (Borc hers 
et al., 1999), b) si mu la cija.
Fi gu re 2 Com pa ri son of me a su red and 
mo de led air fl ow cu rrent of 1 L/min: a) me-
a su red ve lo city di stri bu tion (Borc hers et 
al., 1999), b) si mu la tion.
Sli ka 3. Po re đen je osmo tre ne i mo de li ra ne 
struj ne sli ke pri pro to ku vaz du ha od 2 L/
min: a) iz me re ni ra spo red br zi na (Borc hers 
et al., 1999), b) si mu la cija.
Fi gu re 3 Com pa ri son of ob ser ved and mo-
de led air fl ow cu rrent of 2 L/min: a) me a-
su red ve lo city di stri bu tion (Borc hers et al., 
1999), b) si mu la tion.
Sli čna struj na sli ka je do bi je na i kod pro to ka vaz du ha 
od 2 L/min, što je pri ka za no na sli ci 3.  Ge ne ral no, do-
bi je no je do bro sla gan je ek spe ri men tal nih i si mu lira-
nih ve li či na.  Pri to me, tre ba ima ti u vi du da pri li kom 
si mu la cije ni je bi la poz na ta po čet na ve li či na me hu ri-
ća, već je usvo je na kon stan tna vred nost, što sva ka ko 
ne od go-vara ek spe ri men tal nim uslo vi ma. 
3.2  Si mu la ciju ek spe ri me nata sa me ren jem 
pro me ne kon cen tra cije ki se o nika
Kao što je ra ni je na po me nuto, pri ka za ni mo del je 
raz vi jen u ok vi ru istra ži van ja mo gu ćno sti pri me ne 
elek tro li ze za po bol jšan je kva li te ta vod nih te la [10]. 
Istra ži van ja su obuh va ti la niz la bo ra to rij skih opi ta 
(Shin shu Uni ver sity, Mat su mo to, Ja pan), kao i te ren-
skih istra ži van ja na Bi wa je ze ru u Ja pa nu.  Odre đe ni 
re zul ta ti ovih ispi ti van ja su isko ri šće ni za va li da ciju 
raz vi je nog mo de la, od ko jih se po je di ni pri ka zu ju u 
na stav ku. 
La bo ra to rij ski opit se sa sto ji od po su de za pre mi ne 
Si mi lar air fl ow cu rrent is ob ta i ned with air fl ow of 2 L/
min, as it is shown in Fi gu re 3. In ge ne ral, a good agre-
e ment of ex pe ri men tal and si mu la ted va lu es was ob-
ta i ned. Be si des, one sho uld bear in mind that du ring 
the si mu la tion ini ti al si ze of bub bles was not known, 
but a con stant va lue was adop ted, which cer ta in ly 
does not co rre spond to ex pe ri men tal con di ti ons. 
3.2  Si mu la tion of ex pe ri men ts with me a su-
ring of chan ges in ox ygen con cen tra tion 
As pre vi o u sly men ti o ned, di spla yed mo del was de-
ve lo ped wit hin the re se a rch of po ssi bi li ties for ap pli-
ca tion of elec trol ysis for im pro ve ment of wa ter body 
qu a lity [10]. Re se a rch has in clu ded a se ri es of la bo-
ra tory ex pe ri men ts (Shin shu Uni ver sity, Mat su mo to, 
Ja pan), and fi  eld re se a rch on La ke Bi wa in Ja pan. The 
re sul ts of the se te sts are used to va li da te the de ve lo-
ped mo del, so me of which are shown be low.
The la bo ra tory ex pe ri ment con si sts of a re ser vo ir, wi-
th vo lu me of 90.6 L and 6 pa i rs of me tal (pla ti num) 
890,6 L, na či jem dnu se na la zi 6 pa ro va me tal nih plo ča 
(pla ti na) kroz kro je se pro pu šta stru ja ja či ne 2.3A.  Pre 
po čet-ka ek spe ri men ta, he mij skim pu tem je sman-
je na kon cen tra cija ra stvo re nog ki se o nika, ta ko da je 
po čet na kon cen tra cija ra stvo re nog ki se o nika bli ska 
nu li.  Osim što je os ma-tran ra spo red ga so vi te fa ze 
u vo di vi zu el no, me re na je i pro me na kon cen tra cije 
ra stvo-re nog ki se o nika u tri ta čke duž ver ti kal ne ose 
ko ja pro la zi kroz cen tar osno ve su da. Mer ne ta čke su 
se na la zi le na 25, 35 i 45 cm od dna su da. 
Za nu me ri čku si mu la ciju do men je iz del jen na ele-
men te 5 5 cm u osno vi i sa pro men ji vom vi si nom, 
od 1,2 cm do 5 cm.  Na 7,5 cm od dna su da, za dat je 
fl uks me-hu ri ća ki se o nika i vo do ni ka kon stan tnog 
pre čni ka od 0.1 mm.  Fluks ki se o nika je sra-ču nat na 
osno vu Fa ra dej-ovog za ko na:
,  (11)
što pri pri ti sku od 1.05 atm da je 8.46  10-3 L/min. 
Usvo je no je da je fl uks vo do ni ka jed nak dvo stru koj 
vred no sti za ki se o nik.  U cil ju si mu la cije ra spo re da 
kon cen tra cije ki se o nike, po red na ve de nog si ste ma 
jed na či na, ne op hod no je re ša va ti i jed na či nu kon ti-
nu i teta za ra stvo re ni ki se o nik u vo di:
(12)
gde je D
w
 ko e fi  ci jent di sper zi je za ki se o nik.  Po stup-
kom elek tro li ze oslo ba đa se ki seonik i vo do nik u mo-
lar nom od no su 1:2.  Ob zi rom da to kom ek spe ri men ta 
vo do nik ni je od stran ji van, ne op hod no je re ša va ti jed-
na či nu (6) za sva ki ele ment za seb no. 
Od mah po star to van ju, for mi ra se stru ja me hu ri ća 
pov la či vo du sa so bom što uzro ku je ver ti kal nu cir-
ku la ciju vo de, a ti me i kon cen tra ciju ga so vi te stru je u 
sre di ni su da, gle da no u osno vi (Sli ka 4).  Vek to ri br zi-
na u ne ko li ko ho ri zon tal nih rav ni, kao i na sa moj po-
vr ši ni vo de su pri ka za ni na sli ci 5. 
pla tes lo ca ted on the bot tom, used for elec tri sa tion 
(2.3A). Be fo re the start of the ex pe ri ment, the con cen-
tra tion of di ssol ved ox ygen is che mi cal ly re du ced, 
so the ini ti al con cen tra tion of di ssol ved ox ygen is 
clo se to zero. Be si de vi su al ob ser va tion of gas pha se 
di stri bu tion, chan ges in the con cen tra tion of di ssol-
ved ox ygen were al so me a su red, in three spots along 
the ver ti cal axis that pa sses thro ugh the cen ter of the 
re ser vo ir. Me a su re ment spots were lo ca ted at 25, 35 
and 45 cm from the bot tom.
For nu me ri cal si mu la tion do ma in is di vi ded in to 5 
5 cm ele men ts in the ba se and va ri ab le he ig ht from 
1.2 cm to 5 cm.At 7.5 cm from the bot tom, the fl ux of 
ox ygen and hydro gen bub bles with con stant di a me-
ter of 0.1 mm was gi ven. Flux of ox ygen is cal cu la ted 
ba sed on Fa ra day's Law:
, (11)
and for pre ssu re of 1.05 atm gi ves 8.46 10-3 L/min. It 
is adop ted that the fl ux of hydro gen is equ al to do ub-
le va lue for ox ygen. For the pur po se of the si mu la tion 
of con cen tra tion di stri bu tion of ox ygen, in ad di ti on 
to the abo ve equ a ti ons, it is ne ce ssary to sol ve the 
con ti nu ity equ a ti on for di ssol ved ox ygen in wa ter:
(12)
whe re D
w
 is di sper si on co eﬃ   ci ent for ox ygen. Elec-
trol ysis pro cess re le a ses ox ygen and hydro gen in mo-
lar ra tio 1:2. Con si de ring that du ring the ex pe ri ment, 
hydro gen has not been re mo ved, it is ne ce ssary to 
sol ve equ a ti on (6) for each ele ment se pa ra tely. 
Im me di a tely af ter star tup, the cu rrent of bub bles is 
be ing for med which drags the wa ter with it, ca u sing 
ver ti cal cir cu la tion of wa ter, and thus the con cen tra-
tion of gas stre am in the mid dle of the re ser vo ir; ob-
ser ving the bot tom (Fi gu re 4). Ve lo city vec tors in a 
ho ri zon tal sec ti ons and on the sur fa ce of wa ter are 
shown in Fi gu re 5. 
Fi gu re 6 shows the com pa ri-
son of me a su red and cal cu la ted 
chan ges in ox ygen con cen tra-
tion at 45 cm from the bot tom 
of the re ser vo ir. Ini ti al me a su red 
con cen tra ti ons of ox ygen were 
0 mg / L at 25 cm, 0.318 mg / L at 
35 cm and 0.746 mg / L at 45 cm 
from the bot tom. Im me di a tely 
af ter start, the me a su red va lu es 
at 35 and 45 cm sho wed a very 
ra pid in cre a se in con cen tra ti-
ons of abo ut 3 to 4 mg / L. As 
can be seen in the di a gram, this 
ra pid in cre a se in the con cen tra-
tion of ox ygen in the ope ning 
mi nu tes of the ex pe ri ment, are 
not well re pro du ced by the mo-
del, whi le the la ter mat ches are 
Sli ka 4: Ek spe ri men talna in sta la cija za pro me nu kon cen tra cije ki se o nika u vo di u 
to ku pro ce sa elek tro li ze.
Fi gu re 4: Ex pe ri men tal in stal la tion for chan ging the con cen tra tion of ox ygen in 
the wa ter du ring the pro cess of elec trol ysis.
9very good. The assum pti on is that equ a ti on (5), or the 
va lue of tran sfer co eﬃ   ci ent is not ap pro pri a te for low 
va lu es of ox ygen con cen tra tion. 
4   CON CLU SI ON
In the pre sen ted study a nu me ri cal mo del has been 
de ve lo ped for si mu la tion of bub ble fl ow, which can 
be ap pli ed for mo de ling of va ri o us hydra u lic prob-
lems. This pa per pre sen ts se ve ral re sul ts of a mo del 
va li da tion pro cess, thro ugh si mu la ti ons of la bo ra tory 
ex pe ri men ts from the li te ra ture, and ex pe ri men ts 
con duc ted in the study of eﬀ ec ts of elec trol ysis for 
in cre a se of the di ssol ved ox ygen con cen tra tion in the 
wa ter.
Con si de ring the com ple xity of mo del led pro cess, 
and adop ti on of a se ri es of assum pti ons, it can be 
con clu ded that the de ve lo ped mo del can re pro du-
ce two pha se fl ow of wa ter and gas pha ses, and the 
di ssol ving pro cess of the gas com po nen ts in the wa-
ter. 
Sli ka 5. Sra ču na ti pro fi  li sa dr ža-
ja ga so vi te fa ze i vek to ri br zi na, 
1min. na kon po čet ka ek spe ri men-
ta: a) vek to ri br zi na u ho ri zon tal-
nim pre se ci ma (raz li či te bo je oz-
na ča vaju sa dr žaj ga so vi te fa ze), b) 
vek to ri br zi na na po vr ši ni vo de.
Fi gu re 5 Cal cu la ted pro fi  les of gas 
pha se con tent and ve lo city vec-
tors, 1min. af ter the start of the 
ex pe ri ment: a) ve lo city vec tors in 
ho ri zon tal sec ti ons (diﬀ e rent co-
lors in di ca te the con tent of ga se-
o us pha se), b) ve lo city vec tors on 
the wa ter sur fa ce.
Sli ka 6. Po re đen je iz me re nih i si-
mu li ra nih kon cen tra cija ki se o nika 
na 45 cm od dna su da
Fi gu re 6 Com pa ri son of me a su red 
and si mu la ted ox ygen con cen-
tra ti ons at 45 cm from the ve ssel 
bot tom
Sli ka 6 pri ka zu je po re đen je me-
re nih i sra ču na tim pro me na kon-
cen tra cija ki se o nika na 45 cm od 
dna su da.  Ini ci jal ne iz me re ne 
kon cen tra cije ki se o nika su bi le 
0 mg/L na 25 cm, 0,318 mg/L na 
35 cm i 0,746 mg/L na 45 cm od 
dna.  Ne po sred no po star to van-
ju, iz me re ne vred no sti na 35 i 45 
cm su po ka za le vr lo br zo po ve-
ćan je kon cen tra cije na oko 3 do 
4 mg/L.  Kao što se može vi de ti na di ja gra mu, ovo br zo 
po ve ćan je kon cen tra cije ki se o nika u po čet nim mi nu ti-
ma ek spe ri men ta, mo del ni je do bro re pro du ko vao, dok 
su ka sni je sla gan ja vr lo do bra.  Pret po stav ka je da jed na-
či na (5), od no sno vred nost ko e fi  ci jenta tran sfe ra ni je od-
go va ra juća za ni ske vred no sti kon cen tra cije ki se o nika. 
4   ZAK LJU ČAK
U ok vi ru pri ka za nih istra ži van ja raz vi jen je 3D nu me-
ri čki mo del za si mu la ciju dvo faznog stru jan ja vo de i 
vaz du ja, ko ji se može pri me ni ti kod mo de li ran ja raz-
li či tih hi drauli čkih prob le ma.  U ovom radu pri ka za no 
je ne ko li ko re zul ta ta pro ce sa va li da cije mode la, kroz 
si mu la cije la bo ra to rij skih ek spe ri me nata iz li te ra ture, 
kao i spro ve de nih ekspe ri me nata u ok vi ru istra ži van-
ja efe ka ta elek tro li ze na po ve ćan je kon cen tra cija ra-
stvo-re nog ki se o nika u vo di.
Ob zi rom na kom plek snost mo de li ra nog pro ce sa, kao 
i ni za usvo je nih pret postav ki, može se kon sta to vati 
da raz vi je ni mo del može da re pro du kuje dvo faz no 
te čen je vo de i ga so vi te fa ze, kao i pro ces ra stva ran ja 
kom po nen ti ga so vi te fa ze u vo di. 
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